
物理 (1)

問 1. 剛体の慣性モーメント I は回転軸からの距離が sの質量要素を dmとしたとき、

I =

∫
s2dm

と書ける。

(a) 図 1のような、密度が一様な剛体球 (質量M、半径 a)の、中心を通る回転軸周りの慣性モーメン
ト I を求めよ。
(b) この剛体球が回転軸周りに角速度 ωで回転している時の、回転運動のエネルギーを求めよ。

問 2. 問 1.の剛体球 (Aとする)が、図 2のような内面の粗い固定された中空円筒 (Bとする、半径 b、
b > a)の中で滑らずに転がる運動を考える。ここで、剛体球Aは中空円筒 Bの中心軸に垂直な平面
方向にのみ運動するとする。重力加速度を g、剛体球Aの重心位置の鉛直下方とのなす角を θ、剛体
球 Aの回転角速度を ω、剛体球 Aにかかる摩擦力を F としたとき、以下の問いに答えよ。ただし、
(a)から (e)までは剛体球Aの慣性モーメントを I とせよ。

(a) 剛体球Aの重心の運動に関する運動方程式を書け。
(b) 一般に剛体の回転運動の運動方程式は、角運動量L、力のモーメントN を使って

dL

dt
= N

と書ける。剛体球 Aの角運動量と、剛体球 Aにかかる力のモーメントを与えられた変数で表し、ω
の満たす微分方程式を求めよ。
(c) 剛体球Aが滑らないという条件から θと ωの関係を求め、θの満たす微分方程式を求めよ。
(d) この系のラグランジアンを書け。
(e) オイラー・ラグランジュ方程式を用いて、θの満たす微分方程式を求めよ。
(f) θが小さいとき、剛体球 Aの重心の運動が単振動となることを示せ。また、問 1.(a)の結果を用
いて、その周期を求めよ。

*次のページにも問題があるので注意すること
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問 3. 図 2で、滑らずに転がる剛体Aの形状が異なる場合を考える。(1) 半径 aの球体 (問 2.の場合)、
(2) 半径 aの円柱、(3) 外半径 a、内半径 0.9aの中空円筒、の 3つの場合で、θが小さいときに重心が
行う単振動の周期がもっとも長くなるのはどの場合かを答え、その理由を説明せよ。
ただし、(1)-(3)いずれの場合も、転がる剛体は密度が一定の材質でできているとし、中空円筒 B

の中心軸に垂直な平面方向にのみ運動するとする。また、(2)の円柱および (3)の中空円筒の中心軸
と、固定された中空円筒 Bの中心軸は平行であるとする。
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໰̍. N ΒͳΔମੵ͔ࢠͷಉछཻݸ VɺԹ౓ T ͷཧ૝ؾମΛ͑ߟΔɻؾମͷѹྗ
P ͱ಺෦ΤωϧΪʔ U ͸

P =
N

V
kBT, U =

3

2
NkBT

Ͱ༩͑ΒΕΔ΋ͷͱ͢Δɻ͜͜ͰɺkB ͸ϘϧπϚϯఆ਺Ͱ͋ΔɻN ͷ஋͸ݻఆ
͞Ε͍ͯΔɻ

(a) Γͷఆੵൺ೤ͨ͋ݸҰࢠମཻؾ cV ͱఆѹൺ೤ cP ΛٻΊΑɻ

(b) Ұൠʹ cP > cV ͱͳΔ͕ɺͦͷ෺ཧతཧ༝Λड़΂Αɻ

(c) Մٯաఔʹ͓͚ΔΤωϧΪʔอଘଇΛؾͯͬ࢖ମཻࢠҰͨ͋ݸΓͷΤϯτ
ϩϐʔ sΛٻΊΑɻ

(d) Մٯతஅ೤աఔʹ͓͚Δ P ͱ V ͷؒͷؔ܎ΛٻΊΑɻ

໰̎. Թ౓ T ͷ೤ཋͱ೤తʹ઀͍ͯ͠ΔҰݸͷҰ࣍ݩௐ࿨ৼಈࢠΛ͑ߟΔɻௐ࿨
ৼಈࢠΛྔֶྗࢠతʹऔΓѻ͏ͱ͖ɺৼಈࢠͷΤωϧΪʔϨϕϧ ϵn ͸

ϵn = n!ω, n = 0 , 1 , 2 , · · ·

Ͱ༩͑ΒΕΔ΋ͷͱ͢Δɻ͜͜Ͱɺω͸ৼಈࢠͷ֯ৼಈ਺Ͱఆ਺ɺ! = h/2πͰɺ
h͸ϓϥϯΫఆ਺Ͱ͋Δɻ

(a) ෼഑ؔ਺ Z ΛٻΊΑɻ

(b) ৼಈࢠͷΤωϧΪʔͷΞϯαϯϒϧฏۉuΛٻΊΑɻ·ͨɺݶۃ!ω/kBT ≪ 1
ͱ !ω/kBT ≫ 1 ʹ͓͚Δ uΛٻΊΑɻ

(c) ৼಈࢠͷൺ೤ cV ΛٻΊΑɻ·ͨɺݶۃ !ω/kBT ≪ 1 ͱ !ω/kBT ≫ 1 ʹ͓
͚Δ cV ΛٻΊΑɻ

(d) ৼಈࢠͷΤϯτϩϐʔ sΛ s =
∫ u
0 du/T ͱੵ෼͢Δ͜ͱͰٻΊɺ!ω/kBT

ͷؔ਺ͱͯ͠දͤɻ·ͨɺݶۃ !ω/kBT ≪ 1 ͱ !ω/kBT ≫ 1 ʹ͓͚Δ sΛ
ΊΑɻٻ



෺ཧʢ̏ʣ ɹҎԼͰ͸MKSA୯ҐܥΛ༻͍Δɻ

໰̍ɽ൒ܘ R ͷे෼௕͍ԁ౵ঢ়ͷཅۃͱɺͦͷத৺࣠ʹ͓͍ͨ௚ઢঢ়ͷӄۃʢ͜ΕΛ z ࣠ʹऔ

ΔʣͱΛ͑ߟΔɻ͜ΕΒͷ྆ؒۃʹిѹ V ΛՃ͑ͨɻ·ͨ྆ؒۃʹ͸ z ࣠ͷਖ਼ํ޲ʹ࣓ଋີ౓

B(> 0)ͷҰ༷࣓৔͕ଘ͢ࡏΔɻ͍·ɺӄ͔ۃΒॳ଎౓ 0ͰӡಈΛ։࢝ͨ͠ిࢠͷӡಈΛ͑ߟΔɻ

ͨͩ͠ɺిࢠͷ࣭ྔΛ mɺిՙΛ −eͱ͢Δɻ·ͨɺz ࣠ʹਨ௚ͳ ໘಺Ͱͷӡಈʹରͯ͠ɺݩ2࣍

଎౓ v͓ΑͼՃ଎౓ v̇͸͜ͷ໘಺Ͱͷಈ࠲ܘඪ rɺํҐ֯࠲ඪ θ Λ༻͍ͯɺ

v = ṙer + rθ̇eθ

v̇ = (r̈ − rθ̇2)er + (rθ̈ + 2ṙθ̇)eθ

ͱॻ͚Δ͜ͱΛ༻͍ͯ΋Α͍ɻ͜͜Ͱ erɺeθ ͸ͦΕͧΕಈܘ rɺํҐ֯ θ ͷ୯ҐϕΫτϧͰ޲ํ

͋Δɻ

(a) ͷӡಈํఔࣜͷࢠి r ͓Αͼ θ ੒෼ΛͦΕͧΕॻ͚ɻͨͩ྆ؒ͠ۃͷిҐ෼෍Λ φ(r) ͱ

ͤΑɻ

(b)ӡಈํఔࣜͷ θ ੒෼Λ༻͍ͯɺిࢠͷӡಈʹ͓͍ͯ θ̇ ͕࣌ؒతʹҰఆͳ஋ eB/(2m)ͱͳΔ

͜ͱΛࣔͤɻ

(c)ӡಈํఔ͔ࣜΒిࢠͷӡಈΤωϧΪʔͱ੩ిϙςϯγϟϧΤωϧΪʔͷ࿨͕อଘ͢Δ͜ͱΛ

ࣔͤɻ

(d)ి͕ࢠཅۃʹ౸ୡ͢ΔͨΊʹ͸ɺ࣓ଋີ౓ B ͕͋Δ஋ҎԼͰͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍͜ͱΛࣔ͠ɺ

ͦͷ஋ΛٻΊΑɻ

˞࣍ͷϖʔδʹ΋໰୊͕͋ΔͷͰ஫ҙ͢Δ͜ͱ



໰̎ɽz ɺҰ༷ͳ࣓ଋີ౓B0͍ͨ޲Λ޲ํ࣠ ͷ࣓৔தʹɺ൒ܘ aͷ࣓ੑମٿ (ಁ࣓཰ µ)Λͦͷ

த৺͕ݪ఺ͱҰக͢ΔΑ͏ʹஔ͍ͨʢਤ̍ʣɻٿͷ֎෦͸ਅۭͱ͠ɺͦͷಁ࣓཰Λ µ0 ͱ͢Δɻ

(a)ٿͷද໘ͷ಺֎ʹ͓͚Δɺද໘ʹਨ௚ͳ࣓ଋີ౓ͷ੒෼ΛͦΕͧΕ Bin
⊥ɺB

ex
⊥ɺฏߦͳ੒෼Λ

ͦΕͧΕ Bin
∥ ɺBex

∥ ͱ͢Δɻ͜ΕΒͷؒʹ੒Γཱͭؔ܎Λ౴͑Αɻ

(b)ٿͷ಺෦ͱ֎෦ʹ͓͚Δ࣓ଋີ౓ͷ෼෍͸ͦΕͧΕɺ

Bin = B1, Bex = B0 −
1

4π
∇

(
M · r
r3

)

ͱ༩͑ΒΕΔɻ͜͜ͰɺB1ɺM͸ z ఆϕΫτϧͰ͋Δɻz͍ͨ޲Λ޲ํ ͷ୯ҐϕΫτϧ޲ํ ez Λ

༻͍ͯɺB1 = B1ezɺM = Mez ͱͨ͠ͱ͖ɺB1ɺM ΛٻΊΑɻ

(c)த৺͕ z ্࣠ʹҐஔ͠ɺz ࣠ͱਨ௚ͳ໘্ʹ͋Δԁܗͷϧʔϓ CΛ͑ߟΔɻݪ఺͔Β C্ͷ

఺·Ͱͷڑ཭Λ bͱ͢Δͱ͖ɺCΛ؏࣓͘ଋ͸࣓ੑମ͕ٿͳ͍৔߹ͷԿഒͰ͋Δ͔౴͑Αɻ
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ঢ়ଶؔ਺ ψ(x)͸ ༗ؔ਺ͰҎԼͷํఔࣜݻγϡϨʔσΟϯΨʔํఔࣜͷΤωϧΪʔݩ1࣍
Λຬͨ͢ɻ

Hψ = Eψ, H =
p2

2m
+ V (x) (1)

m͸ཻࢠͷ࣭ྔɺH ͸ϋϛϧτχΞϯɺV (x)͸ϙςϯγϟϧɺE͸ΤωϧΪʔݻ༗஋Ͱ͋
Δɻӡಈྔԋࢠࢉ p͸

p = −ih̄
d

dx

Ͱ༩͑ΒΔɻ͜͜Ͱ h͸ϓϥϯΫఆ਺Ͱ h̄ = h/2πͰ͋Δɻ

໰ 1.

(a) ҎԼͷӡಈྔͱҐஔͷԋࢠࢉͷަ܎ؔ׵Λࣔͤɻ

[x, p] ≡ xp− px = ih̄

(b) ҎԼͷϋϛϧτχΞϯͱҐஔͷԋࢠࢉͷަ܎ؔ׵Λࣔͤɻ

[H,x] = −ih̄
p

m

ҎԼͰ͸ɺV (x)͕࣍ͷҪܕށϙςϯγϟϧͰ༩͑ΒΕΔͱ͢Δɻ

V (x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

V0 (x < 0)

0 (0 ≤ x ≤ a)

V0 (a < x)

໰ 2. V0͕༗ݶͳਖ਼ͷ஋Λ࣋ͭͱ͖ɺ0 < E < V0ͷ৔߹ͷγϡϨʔσΟϯΨʔํఔࣜ (1)

ͷҰൠղΛͭࡾͷྖҬ x < 0ɺ0 ≤ x ≤ aɺ a < xʹରͯͦ͠ΕͧΕٻΊΑɻ

໰ 3. ҎԼͰ͸ɺV0 → ∞ ͱ͢Δɻ
(a) ྖҬ 0 ≤ x ≤ aʹଋറ͞ΕΔঢ়ଶΛද֨͢نԽ͞ΕͨΤωϧΪʔݻ༗ঢ়ଶ ψn(x)Λٻ
ΊΑɻ·ͨɺͦΕͧΕʹରԠ͢ΔΤωϧΪʔݻ༗஋En΋ٻΊΑɻ

(b) ҟͳΔݻ༗஋ʹର͢Δݻ༗ؔ਺͕௚ަ͢Δ͜ͱΛࣔͤɻ
(c) ೚ҙͷ֨نԽ͞ΕͨΤωϧΪʔݻ༗ঢ়ଶ ψk(x)ʹ͍ͭͯҎԼͷ͕ؔࣜ܎੒Γཱͭ͜ͱ

Λࣔͤɻ

∑

n

(En − Ek)

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
dxψ∗

n(x) x ψk(x)

∣∣∣∣
2

=
h̄2

2m

࿨͸શͯͷݻ༗ঢ়ଶʹରͯ͠ͱΓɺψ∗
n͸ ψnͷෳૉڞ໾Ͱ͋Δɻ͜͜Ͱ֨نԽ͞Εͨ

༗ؔ਺ݻ ψn(x)͸ҎԼͷ׬શੑͷؔࣜ܎Λຬͨ͢ɻ
∑

n

ψ∗
n(x

′)ψn(x) = δ(x− x′)

࿨͸શͯͷݻ༗ঢ়ଶʹରͯ͠ͱΓɺδ(x− x′)͸σΟϥοΫͷσϧλؔ਺Ͱ͋Δɻ
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