
物 理（１）

問 1. 以下の問に答えよ。

(a) ハミルトンの原理（最小作用の原理）とは何か、簡単に説明せよ。

(b) 1次元運動において時刻 tにおける座標を q(t)とする。このときラグランジュ関数 L(q, q̇, t)の時間

t = t1から t = t2までの定積分 I ≡
∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dtを定義する。ただし、q̇は qの時間微分を表す。

ハミルトンの原理からラグランジュ関数 Lがみたすべき方程式を導け。

問 2. 質量がそれぞれM とmの質点Aと Bが、質量の無視できる長さ lの剛体棒で連結されて、滑らかな水
平面上に置かれている (図 1)。水平面上の直交座標系 (x, y)において、質点Aは x軸上に束縛されて運
動するものとする。質点Aの x座標X、および、棒が x軸となす角 θを座標として採用する。以下の問
に答えよ。

(a) この系のラグランジュ関数 Lを書け。

(b) この系の循環座標は何か。また循環座標に関連する保存量を式で表せ。

以下では、時刻 t = 0において質点Aは原点に静止し、質点 Bは x軸上の正の位置にあって、y軸の正
の方向に速さ v(> 0)で運動している場合を考える。

(c) 系のエネルギーが保存されることに留意してX の時間微分を消去し、θの運動方程式を求めよ。ま
た横軸に θ、縦軸に θの時間微分 θ̇をとった平面において、この運動の振る舞いを簡単に図示せよ。

(d) 質点Aが x軸上を振動することを示せ。

(e) m/M が 1に比べて非常に小さいとき、θと tの関係を式で表せ。m/M の 2次以上を無視してよい。
また、質点Aの振動の周期を求めよ。
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物 理（２）

問 1. N 個の粒子からなる温度 T、圧力 P、内部エネルギー U の単原子理想気体が体積 V の容器に閉じ込め
られている。容器にはピストンがあり、それを使って外界と仕事のやり取りが出来るものとする。以下
の問に答えよ。

(a) 圧力 P、内部エネルギー U を、N、T、V などを用いて表せ。

(b) エントロピー Sの表現を求め、N、T、V などを用いて表せ。

(c) 温度 T を一定に保ちながら気体の体積を V から V ′に準静的に変化させるとき、気体が受け取る熱
量を求めよ。

(d) エントロピー Sを一定に保ちながら気体の体積を V から V ′に準静的に変化させるとき、気体のな
す仕事量を求めよ。

(e) 温度 T、体積 V の気体を自由膨張させ体積を V ′(> V )としたとき、エントロピーの変化を求めよ。
この過程で外部との熱のやり取りや、気体内での散逸はないものとする。

問 2. 質量mのボーズ粒子N 個からなる温度 T、体積 V の非相対論的な理想気体を考える。粒子の化学ポテ
ンシャルを µ(≤ 0)とする。以下の問に答えよ。

(a) エネルギー準位 ϵ(≥ 0)について、大きな状態和 (分配関数) Z(ϵ, µ, T )を求めよ。

(b) エネルギー準位 ϵを占める平均粒子数 n (ϵ, µ, T )を求めよ。

(c) 低温の極限で全粒子数N にほぼ等しい数の粒子が基底状態 ϵ = 0を占める。このときの化学ポテン
シャル µを T とN を用いて表せ。

(d) 系に含まれる全粒子数N は、基底状態にある粒子の数N0と励起状態 (ϵj > 0)にある粒子の数Ne

の和としてN =
∑

j n (ϵj , µ, T ) = N0 +Ne で与えられる。エネルギー状態 ϵj が稠密であるとして
Ne =

∑
ϵj>0 n (ϵj , µ, T )の和を積分で置き換えて、

Ne =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
n(ϵ, µ, T )

V dpxdpydpz
h3

とする。温度が低いとき、µ = 0としてNeの温度 T に対する依存性を求めよ。ここで、ϵ = p2/2m

とする。ただし、p = (px, py, pz)は粒子の運動量ベクトル、hはプランク定数である。

(e) Ne = N となる温度を Tcとする。T < Tcのとき、基底状態にある粒子数N0を T/TcとN を用い
て表せ。



物 理（３）

問 1. 導体中の電磁波の伝播を考える。この導体の電気伝導率、誘電率、透磁率をそれぞれ、σ、ε、µとする。
以下の問に答えよ。なお、以下ではMKSA単位系を用いる。

(a) 導体中では電場 Eと電流密度 jの間に、オームの法則 j = σE が成り立つとする。このとき、導体
内部での電磁波を記述する方程式

∇2E = µε
∂2E

∂t2
+ µσ

∂E

∂t

をマクスウェル方程式から導出せよ。

(b) デカルト座標 (x, y, z)を考え、導体が z > 0の半無限領域を占めるとする。この導体内部での電場が
E = (Ex, Ey, Ez) = (E0e

i(kz−ωt), 0, 0) と記述されるような、z方向に伝播する平面電磁波を考える
(ただしE0は定数である)。この電磁波の分散関係式 (波数 kと角振動数 ωの関係式)を導出せよ。

(c) この導体内に電磁波が zの正方向に向かって入射するとき、ある深さ δで振幅が 1/eとなる。δを求
めよ。ただし、σ/ωε≫ 1が成り立つものとする。

※次のページにも問題があるので注意すること



問 2. 以下の問に答えよ。

(a) 十分大きな誘電体板 (誘電率 ε)を平行平板コンデンサの間に挿入して電圧をかけたところ、内部に
一様な電場Eが発生した。正電極表面とそれに接する誘電体板表面に発生した面電荷密度 (それぞ
れ ωe、ωdとする)を求めよ。ただし、真空の誘電率を ε0とする。

(b) この誘電体内部に半径 aの小さな球状の空隙を考える (図１参照)。このとき、空隙表面に発生する
分極電荷の面密度分布 ωp(θ)を求めよ。ここで、θは電場Eの方向から測った角度である。
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(c) 空隙表面の電荷 ωp(θ)により空隙の中心に作られる電場E′を求めよ。

(d) 以上の結果を用い、誘電体の誘電率と誘電体を構成する個々の分子の分極率との関係を、次のよう
にして考察することにしよう。誘電体中に分子が数密度N で一様に分布しているものとする。ある
分子に着目したとき、それ以外の残りの誘電体全体が、この分子の周りに半径 aの球状空隙をもっ
た連続体として近似できるとすると、個々の分子はそれぞれE分子 = E+E′で与えられる電場を感
じることになる。ここで、E、E′はそれぞれ、(a)、(c)でのE、E′と同じものである。このとき、
誘電体の誘電率 εを分子の分極率 αを用いて書き表せ。ただし、電場E分子を受けた一つの分子に
発生する電気双極子モーメントは p = αE分子で与えられる。



物 理（４）

問 1. 固有角振動数 ωの一次元調和振動子のハミルトニアンは、粒子の運動量 p、位置 x、質量mを用いて以
下のように書ける。

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2

ここで、x、pは交換関係 [x, p] = ih̄を満たす演算子であり、h̄ = h/2πはプランク定数 hを 2πで割った
ものである。以下の問に答えよ。

(a) 不確定性関係式∆p×∆x ≥ h̄/2を用いて最低エネルギーを求めよ。

(b) 以下で定義される演算子 a、a†を用いてハミルトニアンを書き換えよ。

a ≡ 1√
2mh̄ω

(p− imωx), a† ≡ 1√
2mh̄ω

(p+ imωx)

(c) 演算子N ≡ a†aの固有値を νとしたとき、ν ≥ 0であることを示せ。

(d) 一次元調和振動子のエネルギー固有値が、ゼロ以上の整数 nを用いて

En = h̄ω

(
n+

1

2

)
で与えられることを示せ。

(e) エネルギー固有値Enに対する一粒子のエネルギー固有状態を ψn(x) で表す。以下の量を計算せよ。
ただし、ψn(x)は規格化されているとし、∗は複素共役を表す。∫ ∞

−∞
dxψ∗

n(x)x
2ψn(x)

(f)

∫ ∞

−∞
dxψ∗

n(x)xψ1(x) ̸= 0を満たす nを答え、そのときの積分値を求めよ。

問 2. 問 1で扱った系の n = 1と n = 2の状態に一つずつ電子が入っている、二電子状態を考える。以下の問
に答えよ。

(a) 量子力学において二電子状態を扱うとき、フェルミ粒子性と、一つ一つの電子を識別できないこと
（同種粒子性）を考慮しなければならない。フェルミ粒子性とはどのようなものか説明せよ。

以下の二つは、同種粒子性、フェルミ粒子性を考慮して作られた、n = 1と n = 2の状態に一つずつ電
子が存在する二電子状態を表す波動関数である。

1. Φ1 ≡ 1√
2
[ψ1(x1)ψ2(x2) + ψ1(x2)ψ2(x1)]×

1√
2
(σ+,1σ−,2 − σ+,2σ−,1)

2. Φ2 ≡ 1√
2
[ψ1(x1)ψ2(x2)− ψ1(x2)ψ2(x1)]× σ+,1σ+,2

ここで、x1、x2は二つの電子の座標であり、σa,1、σa,2は、それぞれ座標 x1および x2で識別される電
子の規格化されたスピン状態関数である。a = +は上向きスピン状態を a = −は下向きスピン状態を表
す。以下の問に答えよ。

(b) 二つの状態 Φ1、Φ2のそれぞれに対して 2電子間の相対距離の 2乗の平均を答えよ。

(c) 2電子間相対距離の 2乗の平均は、状態Φ1と比べて状態Φ2は長くなる。その物理的理由を述べよ。


