
物 理（１）

問 1. ポテンシャルエネルギー U が座標原点からの距離 rのみに依存する中心力場におい
て、質量mの粒子がどのような運動をするかを考える。粒子の位置ベクトルと運動
量ベクトルをそれぞれ rと pとする。以下の問に答えよ。

(a) このような中心力場における粒子の運動は、ある平面内に限られることを示せ。

(b) この平面に平面極座標 (r, θ)を導入し、粒子の運動のラグランジアンL(r, θ, ṙ, θ̇)
を書け。

(c) rと θそれぞれの座標に共役な運動量 prと pθを求め、粒子の運動のハミルトニ
アンH(r, θ, pr, pθ)を与えられた記号で表せ。

(d) ハミルトンの正準方程式を用いて、粒子の運動方程式を rと θそれぞれの座標に
対して書け。また、pθが保存されることを示せ。

問 2. 次に、ポテンシャルエネルギー U(r)は以下の形で与えられるとする。kは正の定数
である。これは、半径 aの一様密度球が内外に作る重力場に対応している。このよう
な系における質量mの粒子の運動に関して以下の問に答えよ。
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(a) 粒子がある半径 r = rc にて円運動を行なっているとき、その θ 方向の角速度
ω = dθ/dtを、r ≤ a、r > aそれぞれの範囲において求めよ。さらに、円運動
の速度の rc依存性を図示せよ。

(b) 粒子の運動が円運動からわずかにずれているときの r方向の微小振動の角振動
数を、r ≤ a、r > aそれぞれの範囲における ωを用いて表せ。なお、粒子の運
動は r = aを横切らず、r ≤ aまたは r > aのいずれかに限られるとする。

以下の問では、粒子の運動が r > aに限られるとする。

(c) 角運動量 pθ、全エネルギーEをもつ束縛された粒子の一般の運動を考える。粒
子の動径方向の運動範囲 rmin ≤ r ≤ rmaxにおける rminと rmaxを求めよ。

(d) 今、粒子が半径 rc(> a)上を円運動をしている間に、kが突然 k′(< k)に減少した
とする。この粒子が系に束縛され続けるために必要な k′に対する条件を求めよ。



物 理（２）

問 1. ゴム紐を引っ張ったところ、その伸び xは引っ張る力 f に比例した。すなわち比

例係数を k として、f = kxと書ける。また、この比例係数 k はゴム紐の（絶対）

温度 T に比例し、正の定数 aを用いて、k = aT と表すことができるとする。

(a) 一般に、熱力学系のヘルムホルツ自由エネルギー F は系の内部エネルギー U

と温度 T、エントロピー S を用いて F = U − TS と表すことができる。この

紐について、温度 T と伸び xの変化量がそれぞれ dT、 dxであるとき、ヘル

ムホルツ自由エネルギー F の変化量 dF を dT、dxを用いた全微分形式で与

えよ。ただし紐のエントロピーを S とする。

(b) 紐の内部エネルギー U は温度のみの関数で、伸びに依存しないことを示せ。

(c) 紐が伸びていない状態から、伸びが x になるまで断熱的にゆっくりと引っ

張ったところ、温度が上昇した。このときの温度の変化量を求めよ。ただし、

紐の長さを一定に保つときの熱容量 Cx は温度に比例し、伸びによらず定数 b

を用いて Cx = bT と書けるものとする。

問 2. z 方向の磁気モーメントが µz = ±µの 2つの状態を取ることができる粒子からな

る磁性体を考える。磁性体には粒子が n個含まれ、これらは互いに区別できるもの

とする。また、磁性体は温度 T の熱平衡状態にあるとし、温度や磁場の変化の際

にその体積は変化しないものとする。以下の問に答えよ。なお、ボルツマン定数を

kB とする。

最初に、粒子間に相互作用がない場合を考える。外部から z 方向に磁場 H をかけ

た際の一粒子のエネルギーは ϵ = −µzH とする。

(a) この磁性体の分配関数 Z を求めよ。

(b) この磁性体の熱容量 C および磁化率 χを求めよ。ただし磁化率は磁性体の磁

気モーメントM を用いて、χ = (∂M/∂H)T で与えられるものとする。

次に他の粒子との相互作用により、一粒子のエネルギーが ϵ = −µzH − Jµzµz と

なる場合を考える。ここで J は正の定数、µz は µz の平均値である。

(c) 十分高温における磁化率 χを求めよ。

[ヒント：まず温度 T の熱平衡時における µz の期待値（平均値）µz を与える式を

書いてみるとよい。]
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物 理（４）

二原子分子の回転について量子力学を用いて考える。質量の無視できる剛体棒で接続した二つの質点が重

心周りで自由回転するという簡単なモデルを用いる。hはプランク定数であり、ディラック定数を h̄ ≡ h

2π
と定義する。

問 1. 古典力学では二原子分子が角運動量 Lを持って回転している時、その回転エネルギーは二原子分子

の慣性モーメントを I として E =
L2

2I
である。古典力学と量子力学の対応から、回転運動のハミル

トニアンは Ĥ =
L̂

2

2I
と書ける。L̂ ≡ r̂ × p̂は角運動量演算子であり、二原子間の相対座標の演算子

r̂ と運動量演算子 p̂ はデカルト座標でそれぞれ r̂ ≡ (x, y, z)、p̂ ≡
(
h̄
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,
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i

∂
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)
と表され

る。以下の問に答えよ。デカルト座標と極座標の間の以下の関係を用いて良い：

 x
y
z
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(a) 交換関係 [L̂x, L̂y]及び [L̂
2
, L̂z]を L̂x、L̂y、L̂z を用いて表せ。

(b) (a)の交換関係から、エネルギーと角運動量各成分の固有状態の間、及び角運動量各成分の固

有状態の間にどのような物理的関係があるか、100字以内で説明せよ。

(c) L̂x、L̂y、L̂z を r、θ、ϕを用いて表せ。

(d) ハミルトニアン Ĥ が

Ĥ = − h̄
2

2I

[
1

sin θ
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(
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)
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]
と書けることを示せ。

(e) 時間に依存しないシュレディンガー方程式 Ĥψ = Eψ から、量子化された回転のエネルギー準

位を求めよ。ただし、球面調和関数 Yl,m(θ, ϕ)について[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
Yl,m(θ, ϕ) = −l(l + 1)Yl,m(θ, ϕ)

（lはゼロ以上の整数）という関係を用いて良い。

(f) 量子化された回転エネルギー準位間で一個の光子を放射または吸収する過程では l → l ± 1の

遷移のみ許される。1以上の l に対し、l から l − 1の準位に遷移する時に放出される光子のエ

ネルギー ∆El を I と l及び必要な物理定数を用いて表せ。

（次ページに続き有り）



問 2. 二原子分子の慣性モーメント I は二原子の換算質量 µと原子間距離 Rを用いて I = µR2 と書ける。

ここで換算質量とは、二つの質点の運動を重心運動とそのまわりの相対運動に分離した時の、相対

運動の実効的な質量である。

表１の二原子分子のうちいずれか一種類の気体が入った容器がある。この中身を推定するために、

気体から放射される分子の回転遷移輝線を分光したところ、図１のようなスペクトルが得られた。

中身の気体が表１のいずれの分子であるかを決定し、その判断の理由を説明せよ。なお、最も低いエ

ネルギーの輝線も十分検出されているものとする。必要に応じて以下の定数を用いて良い：プラン

ク定数 h = 6.6× 10−34 J s、原子質量単位mu = 1.7× 10−27 kg。

表 1

分子 原子 1の質量 m1 原子 2の質量 m2 原子間距離 R [m]

LiH 7 mu 1 mu 1.6× 10−10

CO 12 mu 16 mu 1.1× 10−10

CS 12 mu 32 mu 1.5× 10−10

NaCl 23 mu 35 mu 2.4× 10−10

図 1


